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Einleitung

Die Untersuchung von Kristallen findet Anwendungen in vielen Forschungsgebie-
ten wie der Medizin, den Natur- und Materialwissenschaften. Beispielsweise in der
Kristallziichtung mochte man durch Analysen erforschen, wie das Design verbes-
sert werden kann, um optimale Materialien fiir verschiedene Anwendungsgebiete
herzustellen.

Kristalle sind physische Objekte, deren Atom- oder Molekiilanordnungen bestimm-
ten Symmetriebedingungen unterliegen. Viele organische und anorganische Stoffe
aus dem Alltag besitzen eine solche Kristallstruktur, da die symmetrische Anord-
nung von Atomen bzw. Molekiilen ein energetisch giinstiger Zustand ist. Haufig
verdndern Materialien ihre Eigenschaften, je nach Anordnung der Atome. Besitzt
ein Stoff kristalline Struktur, ist es interessant, die genauen Atompositionen her-
auszufinden, um Aufschluss iiber die jeweiligen Stoffeigenschaften zu bekommen.
Ist man sich der Anordnung der Bausteine eines Kristalls sicher, spricht man von

der Losung der Kristallstruktur.

Eine Moglichkeit, die Anordnung der Teilchen in einem Kristall herauszufinden, ist
die Durchfithrung sogenannter Beugungsexperimente. Dabei wird eine Probe des
zu untersuchenden Materials mit Strahlen beschossen, die an den Atomen gestreut
werden. Ein Detektor erfasst die abgelenkten Strahlen und visualisiert deren Inten-
sitdt in einem sogenannten Beugungsbild. Dieser Vorgang wird aus verschiedenen
Richtungen wiederholt, indem die Probe gedreht wird, um aus den gesammelten
Bildern die Struktur des Kristalls zu 16sen.

Das erste Beugungsexperiment wurde von Walter Friedrich und Paul Knipping in

Zusammenarbeit mit Max von Laue mit Rontgenstrahlen durchgefiihrt!.

Diese Arbeit entstand im Rahmen eines Kristallographie-Projekts am Institut fiir
Physikalische Chemie der Johannes-Gutenberg-Universitit Mainz. Das Projekt
beschiéftigt sich mit der Losung von Kristallstrukturen durch Beugungsexperimen-
te, wobei Elektronenstrahlen verwendet werden. Dadurch kénnen Strukturanalysen

auch im Nanobereich, bei Kristallen mit einem Durchmesser von etwa 10 bis 50

Inachlesbar in [19]



Nanometern, durchgefiihrt werden. Bei der Elektronenbeugung erhélt man wegen
der hochfrequenten Strahlen prézise Bilder, die Aufschluss iiber die Struktur von
Nanokristallen geben kénnen. Allerdings besteht der Nachteil, dass durch die hohe
energetische Belastung vor allem anorganische Stoffe schneller zerstort und damit
unbrauchbar werden.

Im Rahmen dieses Kristallographie-Projekts wurde im Jahr 2007 eine erste Versi-
on von ,automated electron diffraction tomography (ADT)“ veréffentlicht. ADT
ist eine Technik, mit der Beugungsdaten von einem Elektronenmikroskop aufge-
nommen und sogenannte Zellparameter, die eine wesentliche Grofle der Symme-
triebeschreibung darstellen, bestimmt werden konnen. Die Funktionsweisen der
Datenerfassung ist in [23] und der Zellparameter-Bestimmung ist in [24] nachles-
bar. Rechnergestiitzt umgesetzt wurde dieses Verfahren im Computerprogramm
ADT3D (siche [4]). Seitdem flieBen Neuerungen, Uberlegungen und Erkenntnisse
in das Kristallographie-Projekt ein. Durch diese soll der sogenannte Rekonstruk-
tionsprozess, die Ermittlung der Kristallstruktur aus einer Serie von Beugungsbil-
dern, verbessert werden. Die letzten beiden Verdffentlichungen zur Verbesserung
des Rekonstruktionsprozesses, die Vorgénger dieser Arbeit, sind [26] und [22]. In
[26] werden Algorithmen vorgestellt, mit denen die Bestimmung der Einheitszelle
verbessert werden soll. In [22] werden Verfahren vorgestellt, mit denen Reflexe im

reziproken Raum? interpoliert werden sollen.

In dieser Arbeit geht es um die Verbesserung eines Zwischenschritts im Rekon-
struktionsprozess. Ziel ist die Entwicklung und Umsetzung in MATLAB (siehe
[3]) eines basisorientierten Verfahrens zur priziseren Ermittlung der zu Reflexen
im reziproken Raum gehérenden Intensitdtswerten. Gemeint ist damit die vom De-
tektor gemessene Strahlungsintensitit, die je nach Orientierung des Kristalls nur
an bestimmten Stellen (an den reziproken Gitterpunkten) auftauchen kann.

Im ersten Kapitel wird in das Thema Kristallographie eingefiihrt, um grundlegen-
de Begriffe und Mechanismen vorzustellen und um den Bezug zur Anwendung zu
veranschaulichen. Im zweiten Kapitel wird das mathematische Modell beschrie-

ben, das zugrundegelegt wird, um die Resultate eines Beugungsexperiments zu

2Reflexe im reziproken Raum werden in Kapitel 1.2 erklirt und in Kapitel 2.1 formal definiert



simulieren. Im anschlieBenden Kapitel wird erklért, wie daraus synthetische Beu-
gungsbilder gewonnen werden kénnen. Diese dienen zur theoretischen Validierung
des in Kapitel 4 vorgestellten Algorithmus, der die bisher verwendeten Methoden
zur Intensitdatsbestimmung verbessern soll. Das darauf folgende Kapitel beschreibt
die theoretische Eignung des neuen Verfahrens. Anhand eines Datensatzes von
Beugungsbildern zu Bariumsulfat wird in Kapitel 6 exemplarisch die Qualitiat des
Rekonstruktionsverfahrens in der praktischen Anwendung dargestellt. Das Bei-
spiel Bariumsulfat wird auch in den vorherigen Kapiteln an geeigneten Stellen
kurz aufgefiihrt, um den gesamten Rekonstruktionsprozess zu veranschaulichen.
Zum Schluss werden die Resultate und Erkenntnisse noch einmal zu einem Fazit
zusammengefasst und ein Ausblick auf moégliche Verbesserungen und Weiterent-

wicklungen gegeben.

Als Einheit wahlen wir in dieser Arbeit zur Reduzierung von Koeffizienten stets die
Pixelbreite als Bezugsgrofe. In der Kristallographie werden in der Regel Angstrém
gewahlt.

Manchmal weicht die Notation von der kristallographisch gebrauchlichen ab, um
alle verwendeten Symbole eindeutig zu halten. Im Anhang ist eine Auflistung der
in dieser Arbeit verwendeten Bezeichnungen zu finden.

Héaufig kommen mehrdimensionale Indizes vor: Als verkiirzte Schreibweise notieren

wir beispielsweise fiir drei ganzzahlige Werte h, k,l € Z statt (h, k, 1) nur hkl.

Zu dieser Arbeit gehort eine DVD mit dem programmierten Code. Dort ist aufler-
dem eine elektronische Version dieser Arbeit zu finden. Im Anhang ist der Inhalt
der DVD dargestellt und kurz erklart.



1 Einfiihrung in die Kristallographie

Das Ziel der Kristallstrukturanalyse ist die Bestimmung der Anordnung der Ato-
me in einem Kristall. Abbildung 1 zeigt schematisch den gesamten Ablauf dieser
Analyse, wie er am Institut fiir physikalische Chemie der Johannes-Gutenberg-
Universitdat Mainz durchgefiihrt wird:

In einem Beugungsexperiment wird ein kristallines Objekt mit Elektronenstrahlen
beschossen. Ein Detektor sammelt eine Serie von Beugungsbildern, die von einem
Computerprogramm verarbeitet werden. Diese Verarbeitung rekonstruiert , Inten-
sititswerte an reziproken Gitterpunkten“?®. Durch eine inverse Fouriertransforma-
tion und die Losung eines Phasenproblems kann die Masseverteilung im Realraum
ermittelt werden. Da im bisherigen Ablauf, wie in jedem Experiment, Mess- und
Verarbeitungsfehler entstehen, ist diese iiblicherweise nicht exakt. Eine Fachper-
son priift die Daten auf Validitdt und entscheidet, ob und wie die Struktur geldst
wurde. In dieser Arbeit geht es um die Verbesserung eines Zwischenschrittes in der

Rekonstruktion der Intensitatswerte.

In vielen etablierten Computerprogrammen, die sich mit diesem Thema befassen,
kann die Fachperson auch eine Riickmeldung geben, die das Programm in einer er-
neuten Rekonstruktion beriicksichtigt, sodass ein iterativer Prozess entsteht. Falls
die Ergebnisse aus dem Experiment und dem Rekonstruktionsprozess auch nach
Wiederholungen nicht geniigend gut sind, kann die Struktur damit nicht gelost
werden. Deshalb ist es sinnvoll und wichtig, dass das Computerprogramm, das die
Rekonstruktion durchfiihrt, moéglichst viele qualitativ hochwertige Informationen
aus den Beugungsdaten gewinnt.

Ein Beispiel fiir ein Computerprogramm, das die Rekonstruktion durchfiihrt, ist
sautomated electron diffraction tomography (ADT3D)“ (siche [4]). Ziel dieser Ar-

beit ist ein Verbesserungsvorschlag fiir dieses Programm.

Man bemerke, dass der beschriebene Weg nicht die einzige Moglichkeit ist, um
die Struktur von Kristallen zu losen. Neben dem in Abbildung 1 dargestellten

Prozess, sind andere Zwischenschritte oder vollig andere Verfahren oder Kombi-

3Intensititswerte an reziproken Gitterpunkten werden in Unterkapitel 1.2 erklirt
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Abbildung 1: Ablauf der Kristallstrukturanalyse: Pfeile mit hoher Linienstérke
stellen die Schritte des Computerprogramms dar; gestrichelt dar-
gestellt sind Schritte, die im Kontext dieser Arbeit auch im Hinblick
auf den Anwendungsbezug nicht betrachtet werden. (erstellt mit ope-

noffice impress [6])

nationen iiblich.

Dieses Kapitel ist umgekehrt zu Abbildung 1 aufgebaut: Zunéchst wird in Unter-
kapitel 1.1 das Ziel der Elektronenkristallographie, die Losung der Kristallstruktur
von Nanokristallen, genauer dargestellt. Dabei wird ein Kristall durch eine Funk-
tion f beschrieben, die dort formal definiert wird. Unterkapitel 1.2 beschreibt den
Ablauf eines Beugungsexperiments und erklart den Zusammenhang zur Fourier-

transformierten von f.



Zum Thema dieses ersten Kapitels gibt es bereits eine Vielzahl an Schriften. Wir
wollen nur die Aspekte genauer erldutern, die dazu motivieren, dass zum vorge-
stellten Rekonstruktionsverfahren neben einem akademischen Interesse auch eine
Anwendungsmoglichkeit besteht.

Wir wollen eine Literaturiibersicht ausgewéhlter Werke geben, die verschiedene in
die Kristallographie einfithrende Themen behandeln:

Eine kurze historische Einfithrung vor der Zeit um 1912, in der von Rontgenbeu-
gung noch keine Rede war, gibt [5]. Walter Friedrich hat in [18] in einem Zeitschrif-
tenbeitrag die Anfange der Auffindung von Rontgenstrahlinterferenzen beschrie-
ben. Eine kurze und verstédndliche Einfiihrung in das Thema Kristallographie gibt
[25]. Ein sehr detailiertes Buch ist [20], das sich intensiver mit der unterschiedlichen
Behandlung verschiedener Stoffe befasst. [15] ist ein Lehrbuch, das tiberwiegend
Symmetrieaspekte von Kristallstrukturen behandelt. In diesem Zusammenhang

“4 erwiihnt, in denen man

seien auch die ., International Tables for Crystallography
unter anderem die vollstéindige Darstellung aller 230 Raumgruppen® findet. [21] ist
ein Einfiihrungsbuch, das auch die physikalischen und chemischen Prozesse genau-
er beschreibt. Ein Lehrbuch fiir Materialwissenschaftler speziell auch zum Thema

Elektronenkristallographie in vier Binden ist [27].

4[17] ist ein Standardnachschlagewerk der Kristallographie
SRaumgruppen werden in Unterkapitel 1.1 definiert



1.1 Kristallstrukturanalyse

In diesem Unterkapitel wollen wir das Ziel, das Herausfinden von Symmetrieei-
genschaften eines Kristalls, formalisieren. Die folgenden Definitionen kénnen auch
allgemeiner formuliert werden, allerdings ist fiir die Anwendung in der Kristal-
lographie lediglich die dreidimensionale Betrachtung notwendig. Zur Vermeidung

von komplizierten Indizes wollen wir uns deshalb auf diese beschranken.

Definition 1 (Raumgitter):

Seien a, b, c € R3 drei linear unabhiingige Vektoren. Dann heifit
I' .= {ua+vb+wc:u,v,weZ}

das dazu gehorige Raumgitter. Die Vektoren a, b und ¢ heiflen Basis- oder Gitter-

vektoren.

Ein Kristall ist ein physisches Objekt, dessen Atom- oder Molekiilanordnung
sich in regelméBigen Absténden wiederholt. Wir wollen dies in einem Formalismus
ausdriicken, der unendliche Periodizitét beschreibt. Kein physisches Objekt hat ei-
ne unendliche Ausdehnung, allerdings ist fiir ein Beugungsexperiment eine geringe
Anzahl an Wiederholungen geniigend. Man untersucht nur einen kleinen Bereich,

sodass der Kristall als unendlich grofl approximiert werden kann.

Definition 2 (Kristall):

Sei I' ein Raumgitter. Eine Funktion f : R® — R heifit Masseverteilung, Teilchen-
oder Ladungsdichte eines Kristalls, wenn fiir alle q € T und alle p € R? gilt:
f(p) = f(p + q). Wir bezeichnen den Wert f(p) an der Stelle p € R? auch als
Streuvermdgen.

Physische Objekte ohne regelméaflige Struktur nennen wir amorph.

Die Grofe f(p) soll im Bezug auf das Beugungsexperiment Auskunft tiber das
Streuvermégen an der Stelle p € R3 geben. Man kann sich vorstellen, dass die
Ablenkung von Strahlen an einem Punkt proportional zu dessen Teilchendichte

ist. Verwendet man Elektronenstrahlen, ist die Ladungsdichte gemeint. Verwendet



man Rontgenstrahlen, ist die Elektronendichte gemeint. Auf die zugrunde liegen-
den physikalischen Mechanismen wollen wir nicht nédher eingehen.

Man bemerke jedoch, dass die absoluten Werte der Funktion f eine untergeordnete
Rolle spielen. Wichtig sind die Stellen, an denen f positiv ist, und die Verhiltnisse
der Funktionswerte, da dadurch die Atompositionen und die zugehorigen Atom-
sorten gegeben sind. Die Rekonstruktion dieser Funktion f ist das Ziel der Kris-

tallstrukturanalyse.

Die Wahl der Basisvektoren ist nicht eindeutig, es gibt mehrere Moglichkeiten das
Raumgitter aufzuspannen. Auflerdem ist die Ausrichtung des Kristalls bzw. der
Koordinatenachsen willkiirlich, daher geniigt es die Langen der Basisvektoren und
die dazwischen liegenden Winkel zu kennen. In der Kristallographie gibt es aller-
dings Konventionen, die im Kontext dieser Arbeit jedoch nicht von Bedeutung
sind. Aufgrund der Periodizitit geniigt es f auf einem Parallelepiped zu kennen,

der sogenannten Einheitszelle.

Definition 3 (Elementarzelle):

Sei I' ein Raumgitter mit Basisvektoren a, b und c¢. Wir nennen
Io:={ua+vb+wc:u,v,wel01)}

eine Finheits- oder Elementarzelle des Raumgitters.

Da die Wahl des Ursprungs im Realraum willkiirlich ist, sprechen wir nicht von
der Einheitszelle, obwohl sie nach Definition 3 bis auf die Wahl der Basisvektoren
eindeutig ist. Abbildung 2 stellt im Zweidimensionalen dar, wie Atome positioniert
sein miissen, damit es sich um einen Kristall handelt. Ist das der Fall, kann man
eine Einheitszelle markieren.

Héufig wird, besonders in Bildern und schematischen Darstellungen, die Einheits-
zelle auf den Einheitswiirfel [0,1) transformiert. Unter dieser Transformation ist
es haufig einfacher statt einen Punkt im Realraum nur die Vorfaktoren der Basis-
vektoren zu notieren. Wir wollen also Punkte p € R? in dieser Basis darstellen:
Ist p = ua+ vb +wc fiir gewisse u, v, w € R, dann verwenden wir manchmal statt

(p1, P2, pg)T die Indizes (u,v, w)T. Falls Vektoren in dieser Basis notiert werden,



(a) amorph (b) kristallin

Abbildung 2: Vergleich von kristalliner und amorpher Struktur: (a) nicht-
kristalline Anordnung von Atomen, (b) regelméfliige Anordnung von
Atomen mit vier rot markierten Einheitszellen (Quelle: [8], nachbe-
arbeitet mit [14])

wird dies explizit erwahnt. Es gibt dafiir in der Kristallographie verschiedene No-

tationsarten (z.B. Millersche Indizes oder Richtungsindizes).

Betrachten wir nun f noch einmal genauer: Ziel eines Beugungsexperiments mit
Elektronen ist in der Regel das Herausfinden der Anordnung der Atome in einem
Kristall. Die bisherige Einschréinkung von f auf Periodizitéit ist die schwéchste,

héufig liegen weitere Symmetrieeigenschaften vor.

Definition 4 (Symmetrieoperation):

Eine Symmetrieoperation auf einem Kristall mit Masseverteilung f ist eine Abbil-
dung o : R?* — R?, die entweder eine Drehung, Spiegelung oder Drehspiegelung
darstellt oder eine Bewegung mit translativem Anteil entlang einer Schrauben-

achse oder einer Gleitspiegelebene. Es muss auerdem fiir alle p € R? gelten:

f(p) = f(o(p)).

Definition 5 (Raumgruppe):

Eine Raumgruppe ist eine Menge von Symmetrieoperationen, die zusammen mit



der Hintereinanderausfiihrung eine Gruppe bildet.

Auf den ersten Blick scheint es als konnte es unendlich viele Symmetrieoperatio-
nen geben. Durch die Einschrankung der Periodizitdt an f sind jedoch beispiels-
weise nur wenige Rotationen mdglich, da sich nur regelmifige Drei-, Vier- und
Sechsecke in der Ebene unendlich aneinanderlegen lassen.

Eine detaillierte Aufstellung aller Raumgruppen findet man in [17]. In der Kris-
tallographie werden verschiedene Notationen zur abgekiirzten Beschreibung von
Symmetrieoperationen und Raumgruppen verwendet, beispielsweise die Hermann-
Mauguin-Symbolik. Haufig werden gewisse Raumgruppen zusammengefasst, wo-
durch andere Klassifizierungen (Punktgruppen, Kristallsysteme, Bravaisgitter, etc.)
entstehen.

Tatséchlich kommen alle 230 Raumgruppen (es sind 219, wenn man die Orien-
tierung des Raums nicht beriicksichtigt) bei Kristallen vor. Atome sind héaufig
symmetrisch angeordnet, da eine solche Anordnung ein energetisch giinstigerer
Zustand ist.

Raumgruppen sind in zweierlei Hinsicht hilfreich bei der Strukturanalyse: Einer-
seits kann man einige Atomanordnungen ausschliefen, wenn es dazu keine passende
Gruppe gibt, und andererseits ist meistens direkt klar wie die Atome positioniert

sind, sobald die Raumgruppe ermittelt wurde.

Die in diesem Abschnitt vorgestellten Definitionen wollen wir anhand eines Bei-

spiels erlautern:

Beispiel 1:

Es liege eine Probe Bariumsulfat (BaSO,) vor, von der man die Anordnung der
Atome wissen mochte. Man weifl; dass Ba-Atome und S-Atome in gleicher An-
zahl vorliegen und viermal so viele O-Atome. Ziel der Kristallstrukturanalyse von
Bariumsulfat ist ein Bild wie zum Beispiel in Abbildung 3, in dem man die Atom-
positionen in der Einheitszelle (zur Ubersichtlichkeit auf den Einheitswiirfel trans-
formiert) sehen kann: Zusammen mit dem zugrundeliegenden Raumgitter hat man
alle Informationen, die die Kristallstruktur beschreiben.

Formaler wére die Beschreibung des Realraums, der in diesem Bild zu sehen ist,

10



Abbildung 3: 3d-Modell der Einheitszelle von Bariumsulfat: Ba-Atome griin, S-
Atome gelb, O-Atome rot. (erstellt mit Jmol [7] unter Verwendung
des Datensatzes mit COD-ID 1000037 in [2])

durch eine Funktion f : R* — Rsg. Diese nimmt positive Werte genau an den Stel-
len an, an denen sich Atome befinden. Eine explizite Beschreibung ist aufgrund

der hohen Komplexitéit auf die beiliegende DVD verschoben.

Was ist die Raumgruppe? Oder anders gefragt: Durch welche Symmetrieopera-
tionen o : R* — R? wird der Bariumsulfat-Kristall in sich selbst iiberfiihrt, d.h.

f(p) = f(o(p)) fiir alle p € R3?

Raumgruppen-Diagramme, wie in Abbildung 4 zu Bariumsulfat, zeigen in einem
zweidimensionalen Schema die Symmetrieeigenschaften auf. Auch hier ist die Ein-
heitszelle auf den Einheitswiirfel transformiert dargestellt: Die dufleren diinnen
Linien begrenzen die Einheitszelle, die Bildebene wird dabei von a und b auf-
gespannt. Der Basisvektor c¢ zeigt aus der Skizze heraus, die dazu gehoérenden

Symmetrieoperationen sind am Rand zu finden. Eine genaue Erklarung der ver-

11
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Abbildung 4: Diagramm der Raumgruppe 62: Befindet sich an einer Position
(x,y, z) ein Atom, miissen sich aus Symmetriegriinden sieben weite-
re Atome der gleichen Sorte an den rechts aufgelisteten Positionen
befinden. Diese acht Positionen sind im Diagramm links durch rote

Kreise markiert. (Quelle und Symbolerkléarungen: [1])

wendeten Symbole findet man auf [1]. Die diinnen Linien in der Mitte sind eine
Orientierungshilfe, um die Halfte der Einheitszelle zu sehen. Die eingezeichneten
Kreise stellen beispielhaft Atome dar, die aufgrund der Symmetrieeigenschaften
an verschiedenen Positionen gleichzeitig vorkommen miissen. Noch detailreicher
sind Beschreibungen der Raumgruppen auch durch Skizzen dieser Art in [17] dar-
gestellt.

Wir wollen beispielhaft die Schraubenachse an Position ia + %b aus dem Dia-
gramm herausgreifen. Diese stellt eine Drehung um die von ¢ aufgespannte Achse

um den Winkel o = 7 dar, wobei gleichzeitig um %c verschoben wird. Die Ab-

12



bildungsvorschrift dieser Symmetrieoperation o : R* — R? wollen wir in der zur

Basis {a, b, c} gehérenden Darstellung explizit angeben:

cos(a) —sin(a) 0 —1 ! 0
o(u,v,w) = | sin(e) cos(a) Of|[v—3|+ 3]+ [0
0 0 1 w 0 1

Rotation " Tamiaton

In diesem Fall handelt es sich um eine Drehung um o = 7, in der euklidischen
Basis lautet die Abbildung also:

1
o(ua+ vb +wc) = —ua —vb + <w+§) c.

13



1.2 Beugungsexperiment

In diesem Unterkapitel beschéftigen wir uns mit dem sogenannten reziproken
Raum, auf dem das Betragsquadrat der Fouriertransformierten der Teilchendichte
f definiert ist. Der reziproke Raum charakterisiert sich durch eine andere Basis,
die eng mit den Gittervektoren im Realraum zusammenhéngt.

Bei einem Beugungsexperiment wird eine Probe mit beispielsweise Elektronen-
strahlen beschossen und ein Detektor misst die Auftreffpunkte der gebeugten
Strahlen. In diesem Unterkapitel wollen wir den Zusammenhang zwischen die-
sen sogenannten Beugungsbildern und dem Realraum herstellen. Dazu werden wir
zeigen, dass Beugungsbilder auch durch das Betragsquadrat der Fouriertransfor-
mierten der Teilchendichte darstellbar sind. Diese Eigenschaft ist eine wichtige
Hilfe bei der Rekonstruktion der Kristallstruktur aus Beugungsbildern. Im Folgen-
den gelte: Falls nichts angegeben, ist stets mit ||.|| die euklidische Norm, mit (. | .)
das euklidische Skalarprodukt und mit x das Kreuzprodukt gemeint.

Das nun behandelte Thema wird ausfiihrlich in [16] beschrieben. Im ersten Ka-
pitel wird dort eine kurze Einfiihrung in die Theorie von Wellen gegeben. Wir

betrachten nun ein einfaches Wellenmodell, wie in Abbildung 5 zu sehen.

Definition 6 (ebene Welle):

Eine Abbildung w : R® — C mit der Abbildungsvorschrift w(x) = ae’*® heiBe
ebene Welle. Wir nennen k € R?* den Wellenvektor und a € Rsq die Amplitude
der Welle. Der Wert A := 2% heiflie Wellenlinge.

Il

In diesem Modell betrachten wir nicht die zeitliche, sondern nur die ortliche
Ausbreitung. Wir stellen uns einen Elektronenstrahl als ebene Welle vor, von der
wir nur das Betragsquadrat messen konnen. In diesem Fall ist dies konstant das
Quadrat der Amplitude. Der Wellenvektor beschreibt die Richtung, in der sich
die Welle ausbreitet, also den Impuls. Die Wellenlédnge beschreibt die kiirzeste
Entfernung, bei der Phasengleichheit herrscht, also w(x) = w(x + A=) fiir alle

[
x € R3. Wir nennen die Welle auch nur x, wenn es unmissversténdlich ist.
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Abbildung 5: Schematische Darstellung einer ebenen Welle mit Wellenvektor s
(Quelle: [9], nachbearbeitet mit [14])

Definition 7 (Gitterebene):
Es seien a,b,c € R? Basisvektoren eines Kristalls. Fiir ganze Zahlen (h, k,l) €

Z3 \ {0}, die nicht alle null sind, bezeichnen wir die Ebene, die durch die Punkte
5
0-Indizes liegt der Bezugspunkt im Unendlichen, das heifit die Ebene wird vom

a, %b und %c bestimmt ist, mit (hkl) und nennen sie Netz- oder Gitterebene. Fiir

jeweiligen Basisvektor aufgespannt. Wir bezeichnen mit dpy; den Abstand einer
Gitterebene zum Ursprung, also den Abstand zur parallel verlaufenden Ebene
durch den Ursprung. Wir nennen die Gitterebene und alle dazu parallelen Ebenen
mit Abstand n - dpiy (n € N) Netz- oder Gitterebenenschar.

Netzebenen unterteilen die Einheitszellen nochmals. Ein paar Beispiele sind in
Abbildung 6 dargestellt.
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Abbildung 6: Beispiele von Gitterebenen in einem Einheitswiirfel: z, y, z stellen die
Vorfaktoren in der Basis {a, b, c} dar (Quelle: [10])

Definition 8 (Reziprokes Gitter):
Sei f: R* — Ry, die Masseverteilung eines Kristalls auf einem Raumgitter T’ mit

Einheitszelle 'y und Basisvektoren a, b und c. Wir setzen

Vol(I'y) := /F ldp = (a| b xc) = [l - |b]| - [|c]|
0

* . bxc * . cxa * . axb : .
und nennen a* := Vol(To)’ b* = Vol(To) und c* = Vol(T) die Basisvektoren des

reziproken Gitters I'* := {ha* + kb* + Ic* : h, k,l € Z}.

Punkte auf dem reziproken Gitter bezeichnen wir mit

Phrkl ‘= ha* + kb* + lc*.

Diese Definition ist in der Kristallographie gebréuchlich, sie dient der vereinfachten

Notation. In der Festkorperphysik multipliziert man zusétzlich mit 27. Dadurch
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ist es moglich gewisse Eigenschaften des reziproken Gitters zu zeigen. Da es sich
lediglich um einen Vorfaktor handelt, bleiben wir bei der kristallographischen De-

finition.

Satz 1:
Fiir den Gitterebenenabstand gilt: dyy =

lprrll

Beweis:
Da das Kreuzprodukt von zwei linear unabhéngigen Vektoren einen zu diesen
senkrecht stehenden Vektor generiert, gilt:

(a[b") =(afc’) = (b[a’) =(b|c") =(c|a")=(c|b")=0.

Auflerdem ist

- (i)

und analog (b | b*) = (¢ | c*) = 1.
Wir zeigen, dass der Vektor ppy; ein Normalenvektor der Gitterebene (hkl) ist und

b xc _(a|bxc)
<a|b><c)>_(a|b><c =1

bestimmen dj,;; € R, sodass der Punkt dp;,; - IIgZ:iH auf der Ebene liegt. Damit ist

dann die Behauptung gezeigt.

Wir geben die Ebene in Parameterform an und zeigen, dass die Normalengleichung

LI (e te) e - (o |t
Phrki | ha i ha lC ha = { Phki ha

mit Stiitzpunkt %a erfiillt ist:
1 N 1
—-c —a
[ h

<phkl e} (%a — %b) + 3 (
= <phkl o (%a — %b) > + <phkl 5 <%a - %C> > + <phk;l

1
= Phrki

=1
_ 1
= { Phki ha

17



Nun zeigen wir, dass m . ”g ZZ” auf der Gitterebene liegt. Dazu zeigen wir, dass

die Normalengleichung fiir den angegebenen Punkt erfiillt ist:

< 1 Phki > L < 1 >
phk‘l . == 1 = phkl —a .
IPrill  [|Paktl] h

O
—
K
—
K
R":
Gang- >
unterschied p
()
k >

q— Y

Gang- '

unterschied

Abbildung 7: Beugung von Wellen an zwei Positionen im Realraum, die auf par-
allelen Netzebenen liegen (Quelle: [11], nachbearbeitet mit [14])
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Wir stellen uns Netzebenen makroskopisch als Spiegel vor, die wir durch die
Wahl der Indizes hkl fast beliebig im Raum orientieren kénnen. Mikroskopisch
liegt eine Situation wie in Abbildung 7 dargestellt vor: Auf zwei benachbarten
Netzebenen betrachten wir zwei Punkte p,q € R3. Auf die Punkte kommt eine
Wellenfront mit Wellenvektor x zu. Beide Punkte beugen die Welle «, sodass je-
weils eine austretende Welle " entsteht. Wir nehmen elastische Streuung an, das
heit [|x]| = |[~"[]

Konstruktive Interferenz entsteht, wenn die austretenden Wellen wieder eine Wel-
lenfront (mit Liicken) bilden. Das ist genau dann der Fall, wenn der sogenannte
Gangunterschied (das ist der zusétzliche Weg, den die Welle, die an p gebeugt wird,
nehmen muss bis sie wieder parallel zur Welle, die an q gebeugt wird, verlauft) ein

ganzzahliges Vielfaches der Wellenlénge ist.

Satz 2:

Damit konstruktive Interferenz entsteht, muss gelten: kK — k' € I'*.

Beweis:
Man kann aus Abbildung 7 durch geometrische Uberlegungen den Gangunterschied
bestimmen, der ein ganzzahliges Vielfaches m € Z der Wellenldnge A sein muss.

Wir erhalten also:

K K
TT|P—4a)— P—q)=m-A
<HHH > <Hf€’H >
i
<:></€2_7rﬁ p—q>:m')\
A

& (k—FK|p—q)=2mm

Wir konnen diese Gleichung durch Anwendung der Exponentialfunktion auf beiden

Seiten noch umformen zu:

elr—r'lp—a) _ 1 (1)

In Satz 1 wurde gezeigt, dass p —q = dp; - ”gZ:i” gilt. Andererseits muss aufgrund
der Spiegeleigenschaft der Netzebenen der Ablenkungsunterschied senkrecht zu ih-

nen verlaufen, also kK — k' = apyy fiir irgendein o € R.

19



Es fehlt zu zeigen, dass o € Z. Dazu setzen wir diese Erkenntnisse in obige Glei-

chung ein:

A - Phki > N
thsz

Wahlt man in Definition 8 den Vorfaktor 27, muss a € Z sein. O

2rm = (k= K'lp—q) = <aphkl

Bisher ist die Aussage lediglich qualitativer Natur. Fiir den Fall des Auftretens
von konstruktiver Interferenz, miissen wir den Beitrag aller Atome zur Intensitét
des austretenden Strahls zusammenzéhlen. Dazu bilden wir das Integral iiber das
Streuvermogen multipliziert mit der Wellenfunktion. Der im Folgenden definierte
Strukturfaktor beschreibt den Beitrag einer Elementarzelle zur austretenden Wel-
le. Man setzt dabei 0.B.d.A. den Bezugspunkt q = 0 auf den Ursprung. Auch
mathematisch liefert wegen der Periodizitdt von f nur falls (1) gilt auch f(p — q)

einen Beitrag zum nun folgenden Integral.

Definition 9 (Strukturfaktor):
Die Voraussetzungen seien wie in Definition 8. Wir definieren fiir ganzzahlige
h,k,l € Z den Strukturfaktor Fpr € C durch folgendes Integral:

Fhk;l — f(p)ei(ha*+kb*+lc* Ip) dp
o

Der Strukturfaktor bringt Schwierigkeiten bei der Rekonstruktion mit sich:
Korrekt wire eigentlich die Multiplikation mit der Anzahl aller Einheitszellen in
einem Kristall. Da diese Zahl jedoch unbekannt und meist auch uninteressant ist,
gibt der Strukturfaktor lediglich Verhéltnisse von am Detektor auftreffender Strah-
lungsstiarken wieder.

Wie bereits erwahnt ist physikalisch messbar nur das Betragsquadrat, solange man
die zeitliche Komponente aufler Acht lasst. Dadurch gehen die Phasen-Informationen
verloren, die zur Rekonstruktion der Teilchendichte f beitragen. Dieses Problem
nennt sich ,,Phasenproblem®. Wir lassen dieses Problem in dieser Arbeit aufler
Acht, wir beschéftigen uns ausschliellich mit der Rekonstruktion des Betragsqua-
drats des Strukturfaktors.
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(b) Ewaldkugel schneidet ellipsoide Reflexe

gy

(a) Ewaldkorrektur s

Abbildung 8: Aufnahme von Beugungsbildern (Quelle: (a) [13], (b) [26])

Wir haben uns bisher nur mit abgelenkten Strahlen beschéftigt. Nun wollen wir
die Punkte berechnen, an denen diese Strahlen auf den Detektor treffen. Dazu

fithren wir das Konzept der sogenannten Ewald-Kugel ein.
Im Vergleich zu den Atomabsténden ist der Detektor sehr weit vom Kristall ent-

fernt. Dadurch wirkt es, als wiirde der auftreffende Strahl in wenige Richtungen,

in denen konstruktive Interferenz entsteht, durch den Kristall abgelenkt werden.
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Abbildung 9: Ewald-Konstruktion: Eingehender Strahl wird am realen Nullpunkt
gebeugt, rot dargestellt ist die Ewaldkugel und die Differenz der
Wellenvektoren. (Quelle: [12])
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Abbildung 9 stellt die Situation schematisch dar:
Da ausschlielich die Fouriertransformierte von f an der Stelle k—k’ das Beugungs-
bild bestimmt, geniigt es diese Vektoren fiir verschiedene x’ € R3 mit ||x|| = |||
zu betrachten. Wir nennen diese Vektoren reziprok. Sie liegen auf einer Kugel mit
dem Radius ||x||. Das Beugungsbild entspricht der Projektion dieser Kugel auf die

Bildebene, die senkrecht zum einfallenden Strahl verlauft.

In der Realitédt liegt praktisch niemals ein perfekter Kristall vor. Dadurch und
durch andere physikalische Effekte, entsteht nicht nur exakt fiir einen reziproken
Gittervektor konstruktive Interferenz. In einem gewissen Gebiet um diese Vekto-
ren ist Strahlungsintensitit messbar. Wir wollen diese Gebiete in dieser Arbeit
modellieren, indem wir die Intensitétsverteilung im reziproken Raum durch eine

Funktion g beschreiben.

Definition 10 (Intensitatsverteilung im reziproken Raum):

Wir definieren eine Funktion g : R?® — Ry, welche die zu erwartenden Beu-
gungsbilder als Einschrankung auf Ewald-Kugeloberflichen beschreibt. Dies ist
abgesehen davon, dass es nicht punktférmig, sondern ausgedehnt ist, das Betrags-
quadrat der Fouriertransformierten der Teilchendichte f, es gilt also insbesondere

fiir g € R3 innerhalb einer Umgebung von reziproken Gitterpunkten:

2

g(a) ~ |F(f)a)f =

f(p)e P dp
To

Beugungsbilder stellen, da man einzelne Pixelwerte aufnimmt, Diskretisierun-
gen von Kugeloberflichen (die sogenannten Ewald-Sphéren) durch den reziproken
Raum dar. Im Rahmen eines Beugungsexperiments werden meist mehrere Beu-
gungsbilder mit verschiedenen Orientierungen der Probe erstellt. Der Experimen-
taufbau mit dem FElektronenmikroskop an der Johannes-Gutenberg-Universitét
Mainz im Institut fiir physikalische Chemie ldsst Drehungen um eine Achse, die

sogenannte Kippachse, zu.

Definition 11:

¢ C (—m,m) bezeichnet die Menge aller im Laufe des Experiments benutzten
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Kippwinkel.

Wir bezeichnen mit B, das Beugungsbild, das entsteht, wenn die Probe um den
Winkel ¢ € ® gekippt wird.
Es sind prinzipiell beliebige Winkel moglich: Durch eine automatisierte Drehung
lassen sich Beugungsbilder unter Kippwinkeln in regelméfligen Abstdnden bequem
realisieren. Durch die Halterung, in welcher der Kristall befestigt ist, sind in einem

gewissen Winkelbereich, im sogenannten , missing cone®, keine Messung moglich.

Da es in dieser Arbeit lediglich um die Rekonstruktion der Intensitdten geht, ver-
nachléssigen wir in den folgenden Kapiteln den Anwendungsbezug. Wir arbeiten
ausschliefllich im reziproken Raum und beschéftigen uns dabei mit den Beugungs-
bildern B, und dem Betragsquadrat der Fouriertransformierten von f. In Kapitel
sechs wollen wir den Anwendungsbezug anhand der bereits in diesem Kapitel vor-

gestellten Verbindung Bariumsulfat wieder herstellen.
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2 Mathematische Modellierung

In diesem Kapitel wollen wir ein Modell entwerfen, welches das Betragsquadrat
der Fouriertransformierten der Teilchendichte eines Kristalls durch eine Funktion
g : R® = Ry auf dem reziproken Raum beschreibt. Die Modellannahmen wer-
den durch Beobachtungen oder Uberlegungen motiviert. Wie bereits erwéhnt, ist
¢ nicht nur an isolierten Punkten positiv, wie es mathematisch korrekt eigentlich
sein miisste. Es gibt gewisse Gebiete im reziproken Raum, wir nennen sie Reflexe,
an denen g positive Werte annimmt und damit auch die Beugungsbilder. Durch
Verrauschung sollen Messabweichungen und sonstige Storungen simuliert werden,
um realistischere Daten zu erhalten. Letztendlich sollen auf der Basis dieses Mo-
dells im néchsten Kapitel synthetische Beugungsbilder produziert werden und in

Kapitel 4 ein Rekonstruktionsverfahren konstruiert werden.
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2.1 reziproker Raum mit Basisfunktionen

Gegeben sei eine wie in Definition 10 beschriebene Funktion g : R® — Ry mit

zugehorigen Gittervektoren a*, b*, c* € R3, also
" ={ha"+kb* +Iic*: h k1l €Z}.

Wir wollen das Konzept der Reflexe, also Gebiete im reziproken Raum um die Git-
terpunkte herum, in denen g positive Werte annimmt, in einem einfachen Modell

umsetzen, das wir schrittweise restringieren.

Zunéchst teilen wir dazu g in diese Gebiete auf und bilden die Summe:

9(P) = Y _ tq(p —q).
qel*
Dabei ist g € T* und ¢ : R* — R beschreibt das Gebiet um den Reflex am
Gitterpunkt q. Bisher ist das noch keine Einschrankung, man kénnte g = ¢g und
1q = 0 fiir alle q # 0 wéhlen.

Dies entspricht jedoch keiner echten Aufteilung. Stattdessen sollten die Funktionen
g stark lokalisiert sein. Wir wollen erreichen, dass das Modell einerseits einfach
genug ist, um verniinftige numerische Resultate liefern zu kénnen, und anderer-
seits die Realitdt geeignet wiedergegeben wird. Bei jedem Reflex sind dieselben
Mechanismen fiir dessen Zustandekommen verantwortlich. Wir nehmen daher an,
dass alle Funktionen 1) zumindest von der Struktur her gleich sind und nicht von
der Position q abhidngen. Wir lassen also den Index weg und setzen stattdessen

Parameter zur Summendarstellung von g ein.

Experimentelle Beobachtungen haben gezeigt, dass Reflexe eine anndhernd ellip-
soide Form besitzen. Die Ermittlung der exakten Gestalt ist allerdings ein bislang
ungelostes Problem. Wie wir im Rahmen dieser Arbeit mit v verfahren wollen,
betrachten wir in Kapitel 4 und der Analyse der Ergebnisse in den Kapiteln 5
und 6 noch ndher. Nun wollen wir die Annahmen iiber die Gestalt von g formal

definieren und dabei das Modell komplettieren.
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Definition 12 (Ellipsoid):
Eine Menge E C R? heifle Ellipsoid, falls m € R3 und e, ey, e3 € R3, die eine

Orthogonalbasis bilden, existieren, sodass gilt:

3 3
Fiir alle q € F gibt es A1, Ag, A3 € [0, 1] mitz/\? =1, sodass q —m = Z)‘iei
i=1

i=1

Die Vektoren ey, s, e3 nennen wir Halbachsen, den Vektor m nennen wir Mittel-

punkt des Ellipsoids.

Definition 13 (Ellipsoid-Norm):
Sei E C R? ein Ellipsoid mit den Halbachsen e;,es, e3 € R?® und Mittelpunkt

m = 0 im Ursprung.

Wir definieren eine Abbildung .|| : R* = Rxo:

Fiir jeden Punkt q € R3 gibt es wegen der Orthogonalitit der Halbachsen eindeutig
bestimmte A\, Ay, A3 € R, sodass gilt: q = Z?Zl \i€;.

Wir setzen dann [|qf|, 1= />0, A2,

Diese Abbildung ist eine gewichtete euklidische Norm. Wir nennen sie FEllipsoid-

Norm.

Definition 14 (Tréger):

Gegeben sei eine reellwertige Funktion ¢ : 7 — R auf einem topologischen Raum

7. Wir nennen den Abschluss der Menge {t € 7 : p(t) = 0} =: supp(¢)) den Triger

von .

Eine Funktion ¢ : R® — R mit n € N hat also genau dann kompakten Trager,
wenn eine Schranke o € R existiert, sodass ¢(p) = 0 fiir alle p € R™ mit ||p|| > o.

Definition 15 (Reflexfunktion):
Sei E C R? ein Ellipsoid. Eine stetige Funktion ¢ : R® — Rso mit (0) = 1
habe folgende Eigenschaften: Der Trager von 1 sei eine Teilmenge des ausgefiillten

Ellipsoids, supp(¢) C {q € R*: ||q||; < 1}, und es gelte Monotonie entlang jeder
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Halbgeraden aus dem Ursprung;:
Vg e E:0<y(\q) < p(A\q) falls A > X > 0.

Dann nennen wir 1 eine Reflez- oder Basisfunktion.

Wir bezeichnen mit ¥ den Raum aller Reflexfunktionen.

Definition 16:
Es sei g : R® — Ry, die Intensitétsverteilung im reziproken Raum von einem
Kristall. Wie immer bezeichnen wir das Gitter mit I'* und die entsprechenden

Vektoren mit a*, b*, c*. ¥ sei eine Reflexfunktion. Dann wollen wir g approximieren
durch

gP)~ > Ch-t (i (p— phk;l)) :

hkleZ3

Wir nennen Chy; > 0 den maximalen Wert, spp > 0 die Gréfie und ppy; = ha* +
kb* + Ic* die Position des Reflexes mit der Nummer hkl.

Ist g nicht verrauscht, nehmen wir Gleichheit an.

Entsprechend der Annahme, dass alle positiven Werte von g in einem Gebiet um
einen Gitterpunkt herum zu diesem Punkt gehoren, bilden wir zur Bestimmung

der Intensitit das Integral.

Definition 17 (Intensitdtswerte an reziproken Gitterpunkten):
Zu jedem Punkt ppr = ha* + kb* +1c* € I'* des reziproken Gitters, der durch den

ganzzahligen Index hkl eindeutig bestimmt ist, bezeichnen wir folgendes Integral

Ik = Chkl/ (0 (L) dp (2)
R3 Shkl

In erster Naherung wéhlen wir iiblicherweise Basisfunktionen mit supp ¢y = F.

als Intensitdt:

Man kénnte ¢ zusétzlich zu (0) = 1 weiter normieren, indem man den Inten-
sitdtswert fiir sy = Chiy = 1 auf 1 setzt. In Anbetracht der Tatsache, dass es nur

auf Intensitéats-Verhéltnisse ankommt, ist diese Einschrénkung jedoch iiberfliissig.
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Wir wollen die gemachten Definitionen an einem kleinen Beispiel verdeutlichen.

Beispiel 2:
Wir betrachten das Ellipsoid
P3

= {p = (p1,p2.p3) €R®:pl+p3+ 22 = 1}
0

fiir ein festes ey € R>o. Wir wéhlen folgende Reflexfunktion:

2 2
1= (P +rB+2), fallspf+pd+ <1

Y(p) = (3)

0 sonst

Dann lésst sich die Intensitét bestimmen durch Integration mit Hilfe der Koordi-

natentransformation in ellipsoide Kugelkoordinaten:

Iy = Chkl/ @/)( > d’p
3 Shkl
Shkl 27
= C’hkl/ / / (1 — —> ’T eo cos( )} dfdodr
Shkl
Shkl
= Chle/ (1 — —) 27TT eod'l“
0 Shkl

8

3
= —WChkls €p
15 hkl

Abschlieend wollen wir zusétzlich zur Menge der Reflexfunktionen W Notatio-

nen fiir die verwendeten Funktionenraume einfiihren.

Definition 18:

Fiir eine feste Reflexfunktion ¢ € ¥ bezeichnen wir mit R, den Raum aller Funk-

tionen g : R® — Rso mit g(p) = > jpezs Chit - ¥ < (p— phkl))- Entsprechend
setzen wir R = {J,cq Ry-

Shkl
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2.2 Rauschmodell

Bislang ist das Modell deterministisch. Auch wenn die Rekonstruktion aufgrund
von Informationsverlust schon jetzt erschwert ist, kommt in der Praxis hinzu,
dass die Ergebnisse aus den Beugungsexperimenten nicht exakt sind. Wir mes-
sen also fehlerhafte Daten, die nicht mit den deterministisch erwarteten Daten
iibereinstimmen. Die Grofle der Abweichung ist dabei zuféllig, wobei auch der Zu-
fall an gewisse Gesetzméfigkeiten und Parameter gekoppelt ist. Wenn wir von

verrauschten Daten sprechen, versehen wir diese mit einem hochgestellten 4.

Mit dem Thema Verrauschung im Allgemeinen wollen wir uns an dieser Stelle
nicht intensiver beschéftigen. Die in dieser Arbeit verwendeten Rauscharten wer-
den lediglich kurz motiviert und vorgestellt. Wir beschéftigen uns nicht explizit
mit Entrauschung von Bildern, die Intention ist die Simulation von Beugungsdaten
zum Testen. Daher handelt es sich nur um ein grobes Modell, das durchaus noch
Spiel fiir Verfeinerung zulésst. Das verwendete Modell soll Bilder generieren, die
eine Vielzahl an Rauscharten aufweisen, sodass mit spezialisierten Entrauschungs-

methoden nur geringer Erfolg zu erwarten ist.

Definition 19 (Beugungsbild):
Wir nennen das Aufnahmebild eines Detektors bei einem Beugungsexperiment ein

Beugungsbild. Wir notieren die Pixelwerte als Matrix
B, € {0,1,...,D — 1}

Wir nennen ¢ € ® den Kippwinkel und d € N die Auflésung des Beugungsbildes.

Das Puxelgitter bezeichnen wir mit
B:={1,2,....d}".

Den Wert D € N nennen wir Tiefe oder Speicherkapazitit eines Pixels.
Fiir ein Beugungsbild B, das unter dem Kippwinkel ¢ € ® entsteht, notieren wir
mit B,(z,7) € {0,1,..., M — 1} den Pixelwert an der Stelle (7, j) € B.

Wir verrauschen die Funktion g € R, welche die Intensitétsverteilung im re-
ziproken Raum angibt, und die Bilddaten B, € {0,1,...,D —1}"? die vom
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Detektor mit Auflosung d € N aufgenommene Pixelwerte unter den Kippwinkeln
¢ € ® beinhalten. Wir wollen verschiedene Storungen betrachten: Parameterrau-
schen auf den Werten von g, Bildrauschen auf den Pixelwerten der Bilder B, und
zufillige Ausloschungen von Reflexen. Die verwendeten Rauschmodelle werden nun
in formaler Definition vorgestellt und erlautert.

Wir bezeichnen mit N(u,0?) die Normalverteilung mit Erwartungswert p und
Varianz o?. Wir bezeichnen mit U(a,b) die Uniformverteilung auf dem Intervall
la, b].

Positionsrauschen

Vhil € Z2 : ppyy = (h+N(0,0p.,)) a* + (k + N(0,02,,)) b* + (I + N(0, 03,,)) c*.

Das Positionsrauschen beschreibt Verschiebungen der Reflexmittelpunkte. Dadurch,
dass wir in dieser Arbeit eine Vorverarbeitung der Beugungsdaten voraussetzen,
in der die Reflexmittelpunkte bereits bestimmt wurden, soll damit die nicht ex-
akte Ermittlung dieser Positionen simuliert werden. Zusétzlich beschreibt dieses
Rauschmodell zusammen mit dem ReflexgroBenrauschen Fehler, die im reziproken
Raum liegen und daher nicht durch die Aufnahme weiterer Beugungsbilder verrin-
gert werden koénnen. Diese Fehler beschreiben beispielsweise UnregelméfBigkeiten

im Kristall oder Ungenauigkeiten beim Experimentaufbau.

ReflexgroBenrauschen

Vhikl € 72 : 80, = sp + N(0,02,,).

Ahnlich wie das Positionsrauschen soll dieser Parameter die Werte von g beeinflus-
sen, sodass auf alle Beugungsbilder Einfluss genommen wird. Die Verrauschung ei-
nes eigentlich zu messenden Parameters ist fragwiirdig, da die Information von sy,
komplett durch s¢,; iiberlagert wird und dadurch eine Rekonstruktion unméglich
ist. Wir verwenden diesen Parameter zum Testen der Sensitivitdt der Rekonstruk-
tion von Chy; beziiglich Storungen in der Reflexgrofle und damit beziiglich fehler-

hafter Schiatzungen der Reflexgrofe.
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Additives CCD-Rauschen

Vo e ®,Y(i,j) € {1,2,...d}*: BY(i,§) = By(i, ) + N(0,034q)-

Um die Verrauschung der aufgenommenen Beugungsbilder zu beschreiben, ver-
wenden wir zunédchst zwei einfache Modelle, die zur Approximation verschiedener
Effekte bei der Bildaufnahme verwendet werden. Beim additiven Rauschen werden
alle Pixelwerte zufillig um einen gewissen Betrag unabhéngig vom urspriinglichen

Wert verandert.

Multiplikatives CCD-Rauschen

Yo € (I),V(’l,j) € {1,2, .. d}2 : Bi(’z,j) = Bcp(zaj) . 2/\/’(07012\11;1@).

Das multiplikative Rauschen hat eine dhnliche Funktion wie das additive Rau-
schen. Der Unterschied besteht darin, dass die Verdnderung der Pixelwerte vom
urspriinglichen Pixelwert abhéngt. Die Wahrscheinlichkeit fiir die Halbierung eines

Pixelwertes ist genauso grof3 wie dessen Verdoppelung.

Umgebungsabhangiges CCD-Rauschen

Vo € ,Y(i,j) € {1,2,...d}*:

o o 1 g
B3(i,5) = B(i,j) + [N (0,02cp)| Y = e
(i",3")#(i7)

Durch verschiedene Effekte kommt es bei einem Beugungsexperiment manchmal
dazu, dass ein Strahl nicht exakt an der erwarteten Position auftrifft. Dadurch ent-
steht eine Art Verschmierung: Pixelwerte mit hohem Wert erhéhen den Pixelwert
von umliegenden Pixeln oder anders ausgedriickt wird jeder Pixelwert abhéngig

von der Intensitdt der umliegenden Pixel zufillig erhoht.
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Zufillige Ausléschungen

Vo € ®,Vhkl € Z° : Falls U(0,1) < Oprase, gilt fiir BY, dass Chyy = 0.

Manchmal kommt es dazu, dass ein kompletter Reflex auf einzelnen Beugungsbil-
dern verschwindet. Beispielsweise durch kleinste Briiche im Kristall entsteht unter

gewissen Kippwinkeln destruktive Interferenz.
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3 Synthetische Beugungsdaten

Im vorangegangenen Kapitel wurde in Definition 16 beschrieben, wie sich das Be-
tragsquadrat der Fouriertransformierten der Teilchendichte mit Hilfe einer Basis-

funktion 1) darstellen ldsst. Wir betrachten das unverrauschte Modell:

gP)= > Cuu- (% (p— phkl)) : (4)

hklezZ3

Nun wollen wir synthetische Beugungsbilder aus dem mathematischen Modell er-
zeugen. Diese dienen in erster Linie dazu, die Qualitit des in dieser Arbeit behan-
delten Verfahrens, das in Kapitel 4 vorgestellt wird, unabhéngig von experimen-
tellen Daten ermitteln zu konnen. Wir werden diese Uberpriifung der Giite des

Verfahrens mittels synthetischer Daten in Kapitel 5 durchfiihren.

Wir wollen uns zunéchst mit dem geometrischen Zusammenhang von Beugungs-
bildern zum reziproken Raum beschiftigen: Wie in Kapitel 1.2 gezeigt entsprechen

Beugungsbilder Diskretisierungen von g eingeschriankt auf eine Kugeloberflache.

Definition 20 (Ewald-Projektion):
Wir betrachten ein Beugungsexperiment mit einer einfallenden Welle . Fiir ein

festes d € N und einen festen Kippwinkel ¢ € ® nennen wir p : R* — R? mit

T - COS(QO) — U(.I’, y) . SIH(QO)
p(r,y) = y ©)
x - sin(p) + v(z,y) - cos(p)

die Ewald-Projektion. Dabei ist v : {p € R? : ||p|| < r} — R mit
v(z,y) :=r—/r?2— (22 4+ y?)
die sogenannte Fwald-Korrektur und r := ||k|| der Radius der Ewald-Sphire.

Ohne die Ewald-Korrektur, also falls v = 0, hidtte man eine Projektion von

Ebenen in den Raum.
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(a) Beugungsbild aus dem Datensatz Bariumsul- (b) Synthetisches Beugungsbild
fat

Abbildung 10: Vergleich von Beugungsbildern

Satz 3:
Ist das Beugungsbild exakt justiert, d.h. der ungebeugte Strahl trifft exakt auf die
Bildmitte, dann gilt:

d d
B,(i,j) = round (/ g (p (x — =,y — —)) dxdy) ) (6)
L)%~ 1.4] 2772

Dabei steht round fiir die Rundung auf die betragsméfig néchste Zahl der Menge
{0,1,...,D — 1} (andere Werte darf B,(i, j) nicht annehmen).

Beweis:

Wir haben in Kapitel 1.2 bereits gesehen, dass Beugungsbilder diskrete Einschrin-
kungen von g auf Kugeloberflichen sind. Wir betrachten zuerst den Integrations-
bereich, leiten die Pixelwerte fiir Schnittebenen her und bringen anschlielend die
Kriimmung ins Spiel.

Will man ein zweidimensionales gleichméfBiges Gitter auf den Nullpunkt zentrie-

ren, berechnet man die Gittermitte und zieht diese von allen Gitterpunkten ab:
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B hat in beiden Dimensionen die Gittermitte 41, also wird jeder Pixel (4, j) € B

2
auf (2 — %, Jj— %) verschoben. Andererseits tragt zum Pixelwert an der Stelle
(1,7) € B das komplette Quadrat der Lénge 1 um diesen Pixel bei, also die Men-
ge [z — %,i + %] X [j — %, Jj+ %} Fasst man diese beiden Erkenntnisse zusammen,
erhdlt man den Integrationsbereich mit den verschobenen Pixelkoordinaten wie
sie in obiger Gleichung in p eingesetzt werden. Die Rundung erfolgt, da nur solche
Pixelwerte gespeichert werden konnen.

Es bleibt also, die Korrektheit von p zu untersuchen. Dabei betrachten wir zunéchst
den Fall ¢ = 0 und ohne Ewald-Korrektur, also v = 0. Dann ist nichts zu trans-
formieren, es ist p(z,y) = (2,y,0)". Nun drehen wir das Beugungsbild um die

Kippachse um einen beliebigen Winkel ¢ € ®. Wir erhalten:

cos(¢p) 0 —sin(p) x x cos(p)
plx,y) = 0 1 0 yl| = Y
sin(p) 0  cos(p) 0 xsin(yp)

Die Ewald-Korrektur verschiebt entlang des Wellenvektors —r = (—r sin(y), 0,7 cos(p)) ",
der senkrecht auf der Ebene steht. Die Verschiebung ist fiir jeden Winkel ¢ € &
gleich lang, namlich gerade v(z,y). Daher ist:

x cos(ip)
—K
p(z,y) = Y +v(z, y)m'
xsin(p)
Dies entspricht der Definition der Ewald-Projektion. O

Uber diese Vorschrift lassen sich nun unter Hinzunahme des Rauschmodells aus
Kapitel 2.2 synthetische Beugungsbilder erzeugen. Dabei ist zu beachten, dass
verrauschte Daten wieder zu runden sind, damit die Pixel stets erlaubte Wer-
te annehmen. Die MATLAB-Funktion syntheticData auf der beiliegenden DVD
realisiert dies. Die Resultate dieser synthetischen Erzeugung sind in Abbildung 10
dargestellt.

Wir wollen abschlieend noch kurz auf Aspekte der effizienten Implementierung

eingehen.
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Die Berechnung der Ewald-Korrektur ist fiir einen gegebenen Radius nur einmal
durchzufiithren. Es ist auflerdem empfehlenswert einmal cos(y) und sin(yp) fiir alle
@ € ® zu berechnen.

Es ist nicht notig alle Summanden von g, also alle Reflexe, fiir ein festes Beu-
gungsbild, also einen Winkel ¢ € & zu betrachten. Eine vorherige Priifung auf
Uberschneidung mit Hilfe der Reflexgrofe s und den Halbachsen des zu v
gehorenden Ellipsoids sorgt dafiir, dass eine wesentlich geringere Anzahl an Be-
rechnungen durchgefiihrt werden muss.

Zur numerischen Integration iiber den Pixelbereich verwenden wir die einfache

Mittelpunktformel, da ohnehin bei der Speicherung der Pixelwerte gerundet wird.
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4 Rekonstruktionsverfahren

Dieses zentrale Kapitel beschreibt den Algorithmus, der verwendet wurde, um fol-

gende Problemstellung zu 16sen:

Eingabe: Eine Menge von Beugungsbildern. Die Beugungsbilder sind bereits auf
den Nullpunkt ausgerichtet. Aulerdem wurden bereits die Basisvektoren des rezi-
proken Raums ermittelt.

Ausgabe: Schitzung der zu den Gitterpunkten des reziproken Raums gehorenden

Intensitatswerte.

Dabei ermitteln wir geméafl dem in Kapitel 2 vorgestellten mathematischen Mo-
dell zunéchst die Basisfunktion ¢ (in Unterkapitel 4.2 beschrieben) und suchen
anschlieBend (in Unterkapitel 4.1 beschrieben) eine Funktion g € Ry, die optimal
zu den gegebenen Beugungsbildern passt. Durch Integration geméf (2) konnen die
Intensitédten berechnet werden. Am Ende von Unterkapitel 4.1 skizzieren wir die

algorithmische Idee mit Hilfe einer eindimensionalen Hut-Funktion.
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4.1 Bestimmung der Intensitdten

In diesem Unterkapitel setzen wir voraus, dass neben den reziproken Gitterpunk-
ten paw € R? auch die Basisfunktion ¢y € ¥ bekannt ist. Wir wollen dazu eine
Funktion g € R, finden, die optimal zu den Beugungsdaten passt. Wir betrachten
nur einen endlichen Bereich im reziproken Raum, in dem sich auch die Beugungs-
bilder befinden. Daher ist die Zahl der Freiheitsgrade bei der Wahl der Funktion
g endlich und man kann die Parameter in gewissem Sinne optimal justieren. Wir
stellen dazu ein lineares Gleichungssystem mit den Unbekannten Cj; und den
Bilddaten als rechtem Vektor auf.

Wir wollen eine moglichst gute Schétzung der Intensitdaten, die in einem dreidimen-
sionalen Raum liegen, aus zweidimensionalen Beugungsdaten erhalten. Betrachtet
man dieses inverse Problem vorwértsgerichtet, landet man bei der Erzeugung syn-
thetischer Beugungsbilder. Auf dieser Erkenntnis wollen wir das Verfahren aufbau-
en.

Im Algorithmus bestimmen wir zuerst die Grofe sp; > 0 der Reflexe und anschlie-
Bend die maximalen Werte Cjy; > 0, aus denen man durch Integration gemafl (2)
die Intensitdten gewinnen kann. Die Beschreibung des Vorgehens erfolgt in umge-
kehrter Reihenfolge.

Bestimmung der maximalen Reflexwerte C},;,

Zunéchst nehmen wir an, dass die Grolen-Parameter sp,;; schon bekannt sind.

Definition 21:

Wir bezeichnen die Pixel der Eingangsdaten mit Bg(i, j). Damit sind entweder
synthetische (verrauschte) Daten gemeint, auf die wir dieses Verfahren anwenden
wollen, oder Beugungsdaten aus einem realen Experiment. Falls diese Eingangs-
daten dem in Kapitel 2 beschriebenen Modell entsprechen, bezeichnen wir die
Parameter mit 7, beispielsweise C’hkl.

Wir bezeichnen die Pixelwerte, die nach unserem Modell ohne Verrauschung her-
auskommen sollten, mit B, (4, j). Die dabei verwendeten Parameter sind die zuvor

angegebenen.
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Wir suchen also die Chy, sodass die gemessenen Daten Bg(i, j) moglichst gut
zu den synthetisch konstruierten Daten B,(i,j) passen. Diese entstehen durch

Anwendung des mathematischen Modells (4),

gP)= > Chu- (% (p— phkl)> :

hklez3

auf die Ewald-Projektion (5) unter Anwendung der Mittelpunktformel auf das

Tntegral (2)
B =a (o (i- - 5). )

Da alle verwendeten Parameter aufler die Werte Cjy; als bekannt vorausgesetzt

sind, kénnen wir fiir jedes Tripel (¢, 4, j) den Beitrag jedes Reflexes zu jedem Pixel

berechnen.

Definition 22 (Reflexbeitrag):
Wir definieren

d+1 d-+1
P::{p(i—%,j—%):@E@,(i,j)eb’}

als die Menge aller in einer Serie von Beugungsbildern vorhandenen Pixelpositionen
im reziproken Raum und M := |P| = |®| - d* als deren Anzahl.

Wir setzen®

N = [{Pnr : (Snkt - supp () + Prw) NP # 0, hkl € Z° }|

auf die Anzahl aller Reflexe, die von irgendeinem Beugungsbild zumindest teilweise
erfasst werden.

RMXN

Wir konstruieren nun eine Matrix A € , in welcher der Eintrag Aijnu

Auskunft iiber den Beitrag des Reflexes hkl zum Pixel pij gibt:

1 d+1 . d+1
Aiinil 3=¢<% (P(Z— 5 T )_phkl))- (8)

Wir verwenden statt @15 bzw. hkl eine geeignete Umnummerierung, sodass die

Matrixindizes natiirlichen Zahlen entsprechen.

6Multiplikationen und Additionen mit Mengen sind punktweise zu verstehen und beschreiben

deren Streckung/Stauchung bzw. Verschiebung
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Wir wollen ein iiberbestimmtes Gleichungssystem aufstellen, dazu verwenden

wir eine vereinfachte Notation.

Definition 23:

Wir bezeichnen mit B € RM den Vektor, der - entsprechend der Zeilen der Matrix
A - alle Pixelwerte von allen Beugungsbildern enthélt.

Wir bezeichnen mit C € RY den Vektor, der - entsprechend der Spalten der Matrix
A - die maximalen Werte von allen relevanten Reflexen enthélt.

Analog bezeichnen wir mit I € RY den Vektor, der die Intensititen von allen

relevanten Reflexen enthalt.

Wir verwenden fiir die Schéitzung der Intensitdtswerte denjenigen Vektor C' €
RY sodass das iiberbestimmte lineare Gleichungssystem A - C ~ B moglichst

genau gelost wird. Wir landen also bei dem folgenden Optimierungsproblem:
C := argmingegy [[A - C — B, .

Welche Norm verwendet werden sollte, lassen wir an dieser Stelle offen. Die Eig-
nung muss experimentell herausgefunden werden. Wir betrachten in Kapitel 5
exemplarisch die 2-Norm. Méglicherweise sind jedoch andere Normen oder sogar
andere Abbildungen besser geeignet, um die korrekten Intensitéiten zu ermitteln.
Die Intensitéatswerte von Reflexen, die nicht von Beugungsbildern geschnitten wer-
den, konnen durch dieses Verfahren nicht ermittelt werden. Ahnlich wie bei der
Losung des Phasenproblems sind Symmetrieiiberlegungen dazu notwendig, auf die

wir in dieser Arbeit nicht eingehen.

Da wir die korrekten Intensititen fiir einen unbekannten Kristall nicht kennen,
konnen wir die Differenz zwischen ermittelter und korrekter Intensitdt nicht im-

mer als Giitemafl heranziehen.

Definition 24 (Residuum):
Wir nennen den messbaren Fehler R := ||AC — BJ|, das Residuum. Manchmal

geben wir das Residuum in Abhéngigkeit von einem Parameter an.

Um den tatséchlichen Fehler sinnvoll beschreiben zu kénnen, wéhlen wir ver-
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schiedene Mafle: Am naheliegendsten ist das Aufsummieren der betragsméfigen
Differenzen. In Kapitel 1 haben wir jedoch gesehen, dass die absoluten Inten-
sitdtswerte nicht gemessen werden. Daher bietet es sich an auch nur die Verhéltnisse

zu iberpriifen.

Definition 25 (Rekonstruktionsfehler):

Fiir eine Metrik z : RM x RM — R nennen wir x(L I) den Rekonstruktionsfehler.
Damit soll der Unterschied zwischen ermittelter Intensitidt und tatsdchlicher (bei
realen Experimenten) bzw. synthetischer Intensitdt mit einem geeigneten Fehler-

mafl beschrieben werden. Wir verwenden in dieser Arbeit die folgenden Mafle:

Sl = I-1

Sy 1= i—I‘
Sp = <iu>.i/HiH2_1

So beschreibt das Verhéltnis.

2

Bestimmung der ReflexgréoBen s,

Bevor das beschriebene Verfahren angewendet werden kann, sind die Reflexgrofien
zu bestimmen: Durch die nicht-lineare Abhéngigkeit der Bilddaten von sy, ist
der Zugang iiber das Optimieren eines linearen Gleichungssystems nicht moglich.
Eine Koppelung der Parameter Ch; und spy; ist ebenfalls nicht geeignet, dies wird

im Anschluss diskutiert.

Fiir jeden Reflex hkl wihlen wir eine kleine Umgebung Gy, um das Reflexzentrum
und minimieren das Residuum in Abhéngigkeit von sj;;. Dabei werden nicht alle
Pixelpositionen P betrachtet, sondern nur diejenigen innerhalb des Gebietes. Au-
Berdem wird lediglich ein Reflex betrachtet, sodass A eine |P N Gy | x 1-Matrix ist.
Wir bestimmen R(spy,) fiir verschiedene Werte s, und bestimmen denjenigen, bei
dem R(spj;) minimal wird. Dieses Problem der Minimierung einer Funktion, die
nur an einzelnen Stellen ausgewertet werden kann und deren Auswertung Ressour-

cen (z.B. hohe Laufzeit, Speicherplatz) benétigt, wird im folgenden Unterkapitel
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kurz diskutiert.

Ein alternativer Zugang iiber die Koppelung von spx; und Cjy; funktioniert nicht:
Man kann bei experimentellen Beugungsdaten beobachten, dass die Reflexgrofe
und der maximale Wert zusammenhéngen. Diesen Zusammenhang wollen wir durch
eine Funktion £ : R>y — Rs( beschreiben und Chy; - £(Spri) als neuen maximalen

Wert nehmen.

Satz 4:
Unter den Voraussetzungen von Definition 15 ist eine Koppelung mittels £ : R>g —
R durch

1
Z Chit - <— (p— phkl)) = Z Chit - E(Shikt) - ¥ (P — Phit)
hkl€Z3 Shkl hkl€Z3
nicht méglich.
Beweis:

Wir betrachten die Funktion g 0.B.d.A. fiir den Mittelpunktreflex hkl = (0,0, 0)
und teilen auf beiden Seiten durch Cyy,;. Es gilt

" (ip) — €(swa) - ¥ (p) )

Shkl

fiir alle sp,; > 0 und alle p € R?. Wir erhalten fiir p = 0 aufgrund der Vorausset-
zung ¥ (0) = 1 nach Definition 15:

¢ (i) 4 (0) = ¥ (s40)

Shkl

Also ist & konstant 1. Eingesetzt in (9) gilt also

Y (p) = ¢ (Shup)

fir alle sy > 0 und alle p € R3. Wegen der Stetigkeit von ¢ folgt, dass auch
1 konstant 1 sein muss, was im Widerspruch zur Definition der Reflexfunktion
steht. 0
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Dies sagt insbesondere aus, dass zur statistischen Ermittlung von 1 aus expe-
rimentellen Daten ein Zugang iiber die Skalierung der Daten mit den jeweiligen

maximalen Reflexwerten nicht moglich ist.

Veranschaulichung des Algorithmus

Wir wollen nun die beschriebene Vorgehensweise am Beispiel der eindimensionalen
Hutfunktion visualisieren. Dazu weichen wir temporér bis zum Beginn von Unter-
kapitel 4.2 von der kristallographischen Betrachtungsweise ab: Wir verwenden eine
eindimensionale Funktion und beschranken uns auf einen einzigen Reflex. Wir be-
halten die verwendeten Symbole jedoch weitestgehend bei und nutzen sie analog.

Wir gehen von einer Funktion g : R — R5( aus mit

g =C-v ().

Wir gehen von einer Hut-Basis aus, betrachten also ¢ : R — R>( mit

1—|p|, falls |p|<1
b(p) =

0 sonst

als Funktionsvorschrift. Wir wollen zunéchst s > 0 und anschlieBend C' > 0 rekon-
struieren. Dazu tasten wir die Funktion ¢ auf einem Gitter P C R mit M := |P)|
ab. Wir erhalten fehlerhafte Daten” B ~ ¢(P) € RM. Fiir verschiedene s > 0
stellen wir die Matrix A € RM>*! mit A(s) = ¢ (£) auf und bestimmen je-
weils C(s) := argmingep ||A(s) - C — B||. Daraus berechnen wir das Residuum
R(s) = ||A(s) - C(s) — B||, das es in Abhéngigkeit von s zu minimieren gilt. Wir
setzen dann C' := C(s) und bilden das Integral

chéw@)@zcﬁ.

Abbildung 11 zeigt die Resultate fiir normalverteiltes additives Rauschen.
Verglichen mit den Beugungsdaten der Kristallographie ist dieses Beispiel wesent-

lich weniger komplex. Doch bereits hier ist zu erkennen, dass bei stark verrauschten

“das Einsetzen einer Menge in eine Funktion ist punktweise zu verstehen
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Daten das Minimum des Residuums und das Minimum des Rekonstruktionsfehlers

und die synthetisch gedachte Grofle § paarweise nicht auf den selben Punkt fallen.

45



l4r 20

15
1.2r

10

0.8

1 15 2 25 3
Residuum in Abhéngigkeit von s
061 0.8
0.6
0.4+
0.4
0.2
0.2
( 0
-4 4 1 15 2 25 3
Funktionsgraphen absoluter Fehler in Abhangigkeit von s
(a) c=0
350 82
e}
3k
[e]
[e]
251 o
00
2 © 75
1 15 2 25 3
Residuum in Abhéngigkeit von s
14
12
1
0.8
0.6
0.4
0.2
0
0 1 15 2 25 3
Funktionsgraphen absoluter Fehler in Abhangigkeit von s
(b) o =1

Abbildung 11: Rekonstruktion der Hut-Funktion mit additivem Rauschen o: Im
linken Bild ist jeweils rot dargestellt die synthetisch gedachte Funk-
tion mit Parametern C' = 1 und § = 2, also I= 2, sowie die synthe-
tisch verrauschten Daten, die zur Rekonstruktion verwendet wur-
den. Bei der blauen Funktion wurde die 1-Norm, bei der griinen
Funktion die 2-Norm zur Rekonstruktion verwendet. Das rechte
Bild zeigt das Residuum und der absolute Fehler S; = ’f —1I

stellt mit dem MATLAB-Skript test_hat)

. (er-
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4.2 Wahl der Basisfunktion

Zur praktischen Realisierung von numerischen Verfahren bedarf es geeigneter An-
satzrdume. Der Funktionenraum W besitzt dhnlich wie der Raum aller stetigen
Funktionen so viele Elemente, dass ein systematisches Suchen unméglich ist. Er
sollte zur Bestimmung der Basisfunktion v, die zu einem Datensatz gehort, zu-
néchst verkleinert werden. Dabei hiangt die Wahl des Ansatzraums von der be-
trachteten Problemstellung ab.

In Kapitel 4.4.2 von [22] wurden bereits Gauss-Funktionen, Polynome und Spli-
nes zur Interpolation herangezogen. Auch im Rahmen dieser Arbeit wurden wei-
tere Ansédtze wie Wurzel- und Exponentialfunktionen tiberpriift. Alle getesteten
Funktionen stellen keine geeignete Approximation dar. In der Forschung zur Kris-
tallographie ist man noch zu keinem Ergebnis gekommen: Die meisten giangigen
Funktionen aus ¥ koénnen zwar ausgeschlossen werden, eine genauere Bestimmung
von geeigneten Funktionen-Klassen ist jedoch nicht gelungen.

Die Einschrankung auf die ellipsoide Struktur ist bereits nur eine Approximation,
die nicht exakt ist. Daher ist auch bei der Wahl der Basisfunktion nur noch eine
Approximation moglich, das Problem liegt in deren Giite. Dieses Thema wird noch

einmal bei der Diskussion der Resultate behandelt.

Wir wollen exemplarisch demonstrieren, wie man verfahren kann, wenn man einen
geeigneten Ansatzraum mit endlich vielen Freiheitsgraden gefunden hat. Dazu
withlen wir die Teilmenge von Funktionen ¥ C W, die wir aus Beispiel 2 konstru-
ieren. Der Funktionenraum W soll also alle Funktionen der Form (3) enthalten,
wobei der Parameter ey € R+ variabel ist. Wir haben also einen Ansatzraum mit
nur einem Freiheitsgrad, den wir bestimmen miissen.

Der in Kapitel 4.1 vorgestellte Algorithmus liefert neben dem eigentlichen Resul-
tat noch eine Fehlergréfle, das Residuum aus Definition 24. Wir betrachten nun
die Residuums-Funktion R(eg), die das Residuum in Abhéngigkeit vom gew&hlten
Parameter ey und damit der gewéhlten Reflexfunktion ¢ € ¥ darstellt. Jede Aus-
wertung von R an einer Position eg erfordert die Durchfiihrung des gesamten Al-
gorithmus. Daher sollte versucht werden mit moglichst wenigen Auswertungen das

Minimum von R zu finden.
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Wir wihlen ein geeignetes Gitter £ C R, auf dem wir R auswerten. Wir wihlen
also ey € &, sodass R(e) > R(ep) fiir alle e € £. Geeignetere Optimierungsverfah-
ren, beispielsweise evolutionédre Algorithmen, fiir das Auffinden von Minimalstellen
von Funktionen, die nur an wenigen Stellen ausgewertet werden konnen, wollen wir
an dieser Stelle nicht behandeln.

Wir werden bei der Auswertung der Ergebnisse sehen, dass dieses Minimum le-
diglich garantiert, falls die Eingangsdaten geniigend gut zur angenommenen Re-
flexfunktion passen, dass der korrekte Parameter ey gefunden wird. Das eigentlich
durch den Algorithmus zu bestimmende Resultat muss nicht optimal sein. Das ist
insbesondere dann nicht der Fall, wenn ein ungeeigneter Ansatzraum verwendet
wird. Und zumindest im Bezug auf die praktische Anwendung verwenden wir einen

ungeeigneten Ansatzraum, da ein geeigneter noch nicht gefunden wurde.
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5 Ergebnisse zu synthetischen Daten

In diesem Kapitel wollen wir untersuchen was das Verfahren leisten kann. Wir grei-
fen dafiir nicht auf experimentelle Daten zuriick, diese Betrachtung folgt in Kapitel
sechs. Zunéchst werden die Rahmenbedingungen angegeben, unter denen getestet
wurde. Es wird dabei auch diskutiert wie die in Kapitel 2.1 offen gehaltenen Pa-
rameter gewdhlt wurden. In Unterkapitel 5.1 wird dann experimentell beobachtet
wie das Verfahren reagiert, wenn die Qualitéit der Eingangsdaten oder die Giite der
Modellannahmen verdndert wird, dabei werden die Parameter des Rauschmodells
aus Kapitel 2.2 konkretisiert. Zum Schluf} erfolgt ein theoretischer Vergleich mit
den bisherigen Methoden zur Intensitédtsbestimmung. Dieser Abschnitt stellt die

Evaluation des in dieser Arbeit behandelten Verfahrens dar.

Setting und Parameterwahl

Der Algorithmus wurde in der Programmiersprache MATLAB implementiert und
in verschiedenen Konstellationen getestet. Alle in den folgenden Abschnitten ge-
zeigten Beugungsbilder, Diagramme und sonstigen Abbildungen kénnen mit den
auf der DVD befindlichen MATLAB-Programmen reproduziert werden. Die ver-
wendeten Programmaufrufe inklusive Parameter sind jeweils bei der Beschrei-
bung der Abbildung angegeben. Ausgefiihrt wurden die Programme mit MATLAB
2010b (mit Standardeinstellungen) auf einem dual core Prozessor mit 2.13 GHz

unter Verwendung von 4 GB Arbeitsspeicher.

Fiir diesen synthetischen Vergleich wurden die als bekannt vorausgesetzten Para-

meter wenn nicht anders angegeben wie folgt gewihlt:

e Auflosung d = 256,

Kippwinkel ® = {—60°, —56°, —52°, ...,60°},

Basisvektoren a* = (15,0,0)T, b* = (0, 15,0)T, c* = (0,0, 15)T,

Relevante Positionen hkl € {—9, -8, —7,..., 9}3,

. _ lPnrll
ReflexgroBen sy = 5 — T100

49



e Maximale Reflexwerte Chy = 1,

o Reflexfunktion ¢ wie in Beispiel 2 der Form (3) mit Parameter ey = 2,
e Ewald-Radius » = 1000000.

Da die konkrete Wahl der Parameter, die nicht zur Informationserhéhung beitra-
gen, keinen Einfluss auf die Qualitiat des Verfahrens hat, konnen wir dafiir geeignet
normierte wahlen. Diese Normierung erleichtert die Quantifizierbarkeit der Resul-
tate. Beim Testen des Verfahrens verwenden wir keine Rundung. Dies ist notig,
da der maximale Reflexwert auf 1 normiert wurde und daher nur ein binéres Bild

gespeichert wiirde.

Die Verwendung der 1-Norm-Minimierung zur Rekonstruktion ist in MATLAB
mittels Losung eines linearen Programms wegen des hohen Speicherbedarfs nicht

moglich.
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5.1 Sensitivitat beziiglich Storungen

Zunéchst setzen wir alle Parameter auler Cy,; als bekannt voraus. Fiir alle folgen-

den Abbildungen 12 bis 17 gelten die folgenden Beschreibungen.

e Die Abbildungen wurden erstellt mit dem MATLAB-Skript test_cry_noises
auf der beiliegenden DVD. Getestet wurde der Algorithmus unter Verwen-
dung der ||.||,-Norm.

3 6

e (a): Synthetische Beugungsbilder fiir die Parameter o, € {O, 5> 167 1%}.

e (b): Darstellung der einzelnen Rekonstruktionsfehler )C;;kl — C’hkl’ in Blick-
richtung der Kippachse. Dargestellt ist also die a*-c*-Ebene, also hkl €
{=9,-8,...,9} x {0} x {-9,-8,...,9}. Die Rauschparameter sind wieder

3 6 9
o€ {O> 107107 10J "

e (c): Links ist die Rauschstiarke gegen das Residuum geplottet unter Verwen-
dung der ||.||,-Norm. Rechts ist die Rauschstérke gegen den Rekonstruktions-

fehler aller erreichbarer Reflexe geplottet unter der Verwendung des Mafes

,
e Aquidistante Rauschstirken o, € [0, 1] werden gewshlt, um (c) zu erstellen.

e Der Rekonstruktionsfehler ist normiert: Ein Wert von 1 steht fiir eine Schétzung
von Chy; = 0 fiir alle Reflexe, ein Wert von 0 steht fiir die perfekte Rekon-

struktion aller erreichbarer Reflexe.
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Positionsrauschen

sigma = 0.0 sigma = 0.3 sigma = 0.6 sigma = 0.9

(a) synthetische Beugungsbilder zu Positionsrauschen opos

- 10 — 10 —

—10
—31o o 10 —210 o

(b) Rekonstruktionsfehler der einzelnen Werte Chy;

90 T T T T 0.45
80| - 0.4l i
70 — 0.35 —
60 [ 4 0.3k J
50 - — 0.25 -
40 Bl o.2| g
30 - - 0.15 -
20 - 0.1 A
10 B 0.05 | 4
o - - - - o - - - -
o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 o 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Residuum Rekonstruktionsfehler

(c¢) Rauschstiirke gegen Residuum und Rekonstruktionsfehler geplottet

Abbildung 12: Sensitivitat: Positionsrauschen
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ReflexgroBenrauschen

sigma = 0.0

sigma = 0.3

sigma = 0.6 sigma = 0.9

(a) synthetische Beugungsbilder zu Reflexgréfienrauschen ogi,e

10

90

80

70

60

50

40

30

20

10

—10

[s) 10 o

o

(b) Rekonstruktionsfehler der einzelnen Werte Chy;

0.2 0.4

0.6

Residuum

0.8

0.45 T T T T

0.35 - —

0.25 —

0.15 b

0.05 - —

o 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Rekonstruktionsfehler

(c) Rauschstirke gegen Residuum und Rekonstruktionsfehler geplottet

Abbildung 13: Sensitivitit: Reflexgroflenrauschen
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Additives CCD-Rauschen

sigma = 0.0 sigma = 0.3 sigma = 0.6 sigma = 0.9

(a) synthetische Beugungsbilder zu additivem Rauschen oaqq

(b) Rekonstruktionsfehler der einzelnen Werte Chy;

1500 T T T T 0.4 T T T T

0.35 —

0.3 —

1000 —

0.15 A
500 —

L L L o L L L L
o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 o 0.2 0.4 0.6 0.8 a1

Residuum Rekonstruktionsfehler

(c¢) Rauschstiirke gegen Residuum und Rekonstruktionsfehler geplottet

Abbildung 14: Sensitivitit: Additives CCD-Rauschen
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Multiplikatives CCD-Rauschen

sigma = 0.0 sigma = 0.3 sigma = 0.6 sigma = 0.9

(a) synthetische Beugungsbilder zu multiplikativem Rauschen oppyt

10— 10 —

—10 —10
B S [s) 10 o o 10 Bk XS) (=)

(b) Rekonstruktionsfehler der einzelnen Werte Chy;

120 T T T T 0.25

100 - —
0.2 —

80 b
0.15 - —

60 - —
0.1 A

a0 B
0.05 - —

20 —

o . . . . o " . . .
o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 o 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Residuum Rekonstruktionsfehler

(c) Rauschstirke gegen Residuum und Rekonstruktionsfehler geplottet

Abbildung 15: Sensitivitat: Multiplikatives CCD-Rauschen
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Umgebungsabhangiges CCD-Rauschen

sigma = 0.0 sigma = 0.3 sigma = 0.6 sigma = 0.9

(a) synthetische Beugungsbilder zu umgebungsabhiingigem Rauschen occop

10— 10 — 10 —

—10
B S [s) 10 o o 10 Bk XS) (=) 1o

(b) Rekonstruktionsfehler der einzelnen Werte Chy;

300 T T T T 1 T T T T

0.9 B

0.3 b

0.2 —
50 —

o.1r —

o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 o 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Residuum Rekonstruktionsfehler

(c) Rauschstirke gegen Residuum und Rekonstruktionsfehler geplottet

Abbildung 16: Sensitivitit: Umgebungsabhéingiges CCD-Rauschen
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Zufillige Ausléschungen

sigma = 0.0 sigma = 0.3 sigma = 0.6 sigma = 0.9

(a) synthetische Beugungsbilder bei zufilligen Ausléschungen mit Wahrscheinlichkeit ograse

10 — 10 10 —

—10
B S [s) 10 o o 10 Bk XS) (=) 1o

(b) Rekonstruktionsfehler der einzelnen Werte Chy;

40 T T T T 1

0.9 —
35 A

0.8 —
30 —

25 —

20 — 0.5 —

0.4 —

0.3 b

10 1

0.2 —

0.1 —

o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 o 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Residuum Rekonstruktionsfehler

(c) Rauschstirke gegen Residuum und Rekonstruktionsfehler geplottet

Abbildung 17: Sensitivitat: Zufillige Ausloschungen
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Man kann aus den Fehlerplots erkennen, wie sich Rekonstruktionsfehler beziiglich
Rauschen verhalten. Das Verfahren verhilt sich beziiglich additivem Rauschen,
Positions- und Reflexgrofienrauschen sehr dhnlich, auch wenn man beim Betrach-
ten der synthetischen Beugungsbilder grofle Unterschiede feststellen kann.
Multiplikatives Rauschen und das umgebungsabhéngige Rauschen sind ebenfalls
sehr dhnlich, wobei man beachten muss, dass der Parameter des umgebungs-
abhéngigen Rauschens viel stidrkere Auswirkungen hat. Fiir die Vergleichbarkeit
ist dieser daher angemessen zu skalieren.

Bei den zufilligen Ausloschungen erreicht das Residuum beim Fehlen der Hélfte

aller Reflexe seinen Hohepunkt. Der Rekonstruktionsfehler verhalt sich linear.

Das Reflexgroflenrauschen kann auch als falsche Schatzung der Reflexgrofie be-
trachtet werden. Man erkennt dabei, dass geringe Abweichungen in der Reflexgrofie
auch nur zu geringen Abweichungen in der Schiatzung der Intensitéten fithren. Um
die Reflexgrofen zu bestimmen, wird das Residuum in abhéngigkeit von dieser
minimiert. Bei unverrauschten Daten féllt das Minimum auf die exakte Reflex-
groffe und die zum minimierende Funktion hat keine weiteren lokalen Minima. Bei
verrauschten Daten kénnen weitere lokale Minima und sogar ein anderes globales
Minimum auftreten. Mit dem MATLAB-Skript test_cry_size kann eine Auswer-

tung durchgefiihrt werden.
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5.2 Vergleich mit dem zu verbessernden Verfahren

Wir werden nun ein anderes Verfahren , Maximaler Pixelwert“zur Bestimmung der
Intensitédten vorstellen und anschlieSend die Qualitét dieses Verfahrens mit dem
in Kapitel 4 vorgestellten Algorithmus vergleichen. Wir erweitern die in Unterka-
pitel 5.1 erstellten Plots um dieses Verfahren. Erfahrungen in der Kristallographie
haben gezeigt, dass die Qualitdt der Strukturlosung hohe Sensitivitét beziiglich
der Reihenfolge der Intensitéitswerte aufweist. Wir verwenden daher die maxima-
len Reflexwerte Chy; aus den Bariumsulfat-Daten und plotten die Anzahl der in
falscher Reihenfolge befindlichen Werte.

Verfahren Maximaler Pixelwert

Zu jedem Reflex hkl wihlen wir eine Umgebung Gy, um den Reflexmittelpunkt,

wie in Kapitel 4.2 zur Bestimmung der Groflenparameter spp;. Dann setzen wir

. . d+1  d+1
I = maX{B¢(2,j) i p (z — ] — > € ghkl}-

2 2

Wir wenden im Folgenden alle Rauscharten gleichzeitig an und vergleichen die

Algorithmen. Fiir einen festen Parameter o € [0, 1] wihlen wir:
® Opos = OSize — OAdd = OMult = 0,
_1
® Jcep = (0,
_1
® OFrase — 30

Die iibrigen Parameter sind wie in Unterkapitel 5.1 gewé&hlt.
Wir wéhlen im zweiten Vergleich eine dreidimensionale Hutfunktion als Basisfunk-

tion.
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Vergleich mit gemischtem Rauschen

40

35 T

30

251 n

20

15| T

10| .

|
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Rekonstruktionsfehler

Abbildung 18: Vergleich der Algorithmen unter Einfluss von Rauschen o: (griin)
Rekonstruktionsverfahren dieser Arbeit, (blau) Maximaler Pixel-
wert (MATLAB-Skript: test_cry_compare)
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Vergleich mit falscher Basisfunktion

25

20 T

15| T

0 ! ! ! ! ! ! ! !
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Rekonstruktionsfehler

Abbildung 19: Vergleich der Algorithmen unter falscher Wahl der Basisfunkti-
on mit Einfluss von Rauschen o: (griin) Rekonstruktionsverfah-
ren dieser Arbeit, (blau) Maximaler Pixelwert (MATLAB-Skript:
test_cry_compare)
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6 Resultate am Beispiel Bariumsulfat

Mit Hilfe des MATLAB-Skripts test_cry_BaS04 konnen Intensitédtswerte von ex-

perimentellen Daten bestimmt werden.
e Als Auflésung wurde d = 256 gewéhlt,

e .cell-Dateien enthalten Informationen iiber die Zellparameter a*, b*, c*,

e .hkl-Dateien enthalten die korrekten Intensitatswerte fhkl,

e .mrc-Dateien enthalten Beugungsdaten in kodierter Form, in BaS04Data.mat
haben wir bereits die in dieser Arbeit wichtigen Informationen iiber die Pixel-
werte B (dort slices genannt) und die Kippwinkel ® (dort angles genannt)
extrahiert.

Wie bereits Abbildung 19 zu sehen, zeigt das Verfahren Schwichen bei der Wahl
einer falschen Basisfunktion. Die Basisfunktion des Bariumsulfat-Datensatzes un-
terscheidet sich jedoch noch stérker von den gewéhlten, sodass die Ergebnisse

unbrauchbar ausfallen.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

Kristallographie ist eine komplexe interdisziplindre Wissenschaft. Selbst der Re-
konstruktionsprozesses, in dem die reale Nutzbarkeit von Kristallen sowie deren
Entstehung vernachlissigt werden kann, als eigenstdndige Aufgabe betrachtet,
besitzt hohe Komplexitdt. Daher ist die Kapselung von Problemstellungen eine
wichtige Voraussetzung, um Verbesserungen zu erzielen. Einige in diesem Prozess
entstehende Probleme wurden in dieser Arbeit nur oberflichlich beschrieben: Das
Phasenproblem und die Ergénzung des ,,missing cone* werden typischerweise durch
Symmetrieiiberlegungen gelst. Auch bei der Betrachtung der Intensitatsverteilung
im reziproken Raum gibt es Fragestellungen, deren Beantwortung zur Verbesse-
rung der Rekonstruktionsverfahren beitragen kénnte. Die Gestalt der Reflexe ist
bislang unbekannt und miisste weiter untersucht werden. Méglicherweise kann auch
die Hinzunahme von Symmetrieannahmen oder die Riickmeldung einer Fachper-
son zu einer Verbesserung beitragen. Durch die hohe Komplexitéit sind an vielen

Stellen Qualitétssteigerungen moglich.

In dieser Arbeit haben wir einen Zwischenschritt bei der Rekonstruktion mit einem
neuen Verfahren getestet. Das Ziel dieses Zwischenschritts ist die Rekonstruktion
des Betragsquadrats der Strukturfaktoren. Das Vorgehen wurde in den Kapiteln
zwei bis vier beschrieben. Die Ergebnisse wurden in den Kapiteln fiinf und sechs
préasentiert. Es liefert ein besseres Ergebnis als das bisherige Verfahren auf den
synthetischen Daten. Am experimentellen Beispiel Bariumsulfat ist allerdings kei-
ne echte Verbesserung zu sehen. Die theoretischen Ergebnisse lassen jedoch hoffen,
dass eine genauere Kenntnis der Reflexfunktion den gewiinschten Effekt bringen
konnte. Dazu ist eine statistische Analyse notwendig, die mit unterschiedlichen

Reflexgroflen geeignet umgehen kann.

Die Laufzeit des Verfahrens betrdgt besonders bei grofien Datenmengen in der
derzeitigen Umsetzung mehrere Stunden. Eine Verbesserung der Genauigkeit und
auch der Laufzeit ist durch eine verbesserte Minimierung des Residuums zu er-
warten. Algorithmen, die mit wenigen Funktionsauswertungen das Minimum einer

Funktion hinreichend genau bestimmen koénnen, sind dabei zu verwenden. Da-
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bei ist zunéchst zu analysieren, welche Genauigkeit hinreichend ist, und welche
zusitzlichen Informationen {iber die Beschaffenheit der Daten ein solcher Algo-

rithmus verwenden kann.
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Nomenclature

w Wellenfunktion

K Wellenvektor

A Wellenlédnge

f Teilchendichte im Realraum (Elektronen- oder Ladungsdichte)
a Basisvektor des direkten Gitters

b Basisvektor des direkten Gitters

C Basisvektor des direkten Gitters
u Index zum Basisvektor a
v Index zum Basisvektor b
w Index zum Basisvektor ¢

r Raumgitter

Iy Elementarzelle des direkten Gitters

o Symmetrieoperation

g Intensitétsverteilung im reziproken Raum
a* Basisvektor des reziproken Gitters

b* Basisvektor des reziproken Gitters

c* Basisvektor des reziproken Gitters

h ganzzahliger Index zum Basisvektor a*

k ganzzahliger Index zum Basisvektor b*

[ ganzzahliger Index zum Basisvektor c*
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r« Reziprokes Gitter

Prniy  Punkt auf dem reziproken Gitter
(hkl) Netzebene

dnri Netzebenenabstand

Fy Strukturfaktor

F Fourier-Transformation

Chir maximaler Wert des Reflexes hkl
spet GroBe des Reflexes hkl

Iy Intensitit des Reflexes hkl

Y Reflexfunktion

Y Raum der Reflexfunktionen

Ry, Raum aller Intensitétsverteilungen im reziproken Raum mit fester Reflex-
funktion ¢ € ¥

R Raum aller Intensitétsverteilungen im reziproken Raum
B,  Beugungsbild

B Pixelgitter eines Beugungsbildes

d Auflésung eines Beugungsbildes

D Pixeltiefe eines Beugungsbildes
) Menge aller in einem Beugungsexperiment verwendeten Kippwinkel
%) Kippwinkel

o Parameter des .-Rauschens
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) (hochgestellt) verrauschte synthetische oder experimentelle Daten
p Ewald-Projektion

v Ewald-Korrektur
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